
线性判据





 如果有一个样本集，它的各个类别样

本的分布区域相交，那么肯定是线性

不可分的；如果各个类别样本的分布

区域互不相交，并且都是凸集，那么

它一定是线性可分的。

 如果虽然各个类别样本的分布区域不

相交，但是有的区域是凹集，我们还

无法直接判定样本集是否线性可分。



 如果同一类别样本的分布区域是由不连通的子区域组成的，也会带来

线性不可分的问题。

 典型案例：异或问题。



 有判别函数G1(x)，当G1(x)>0时，样本属于w1类，当G1(x)<0时，样本不属
于w1类。就是说，G1(x)=0这条线性分类决策边界，可以划分对于w1类的正
样本和负样本。

 对于w2类和w3类，也同样有对应的线性判别函数G2(x)和G3(x)。

 但该方法带来的不可识别区域很多，整体分类器的性能并不好。
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 G12(x)>0，G31(x)<0时，我们可以唯一地判定样本属于w1类。此时与
w1类无关的两两判别函数G23(x)的值不会影响我们的分类决策结果。

 两两可分的多分类线性判别，不可识别区域比绝对可分的情况大大减少。

 k个类别需要 k(k-1)/2 个判别函数。
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在“最大值可分”中，样本集中的每个类别对应有一个判别函数，

而一个样本将被划分到取值最大的那个判别函数所对应的类别中。
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例 一个三类模式（M=3）分类器，其判决函数为：

试判断X0=[1,1]T属于哪一类，且分别给出三类的判决界面。
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判决界面如图所示。
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线性判据：概述

 判别模型：

 线性判据(linear discriminants)：如果两个类之间的边界可以由一个线性函

数表达，则该线性函数就是这两个类的线性判据。

 学习过程：已知labeled训练样本，估计线性判据函数参数𝜔,𝜔0 。

 分类过程：将测试模式𝑥带入线性判据函数，判断函数值。

 对于二分类情况的判别：

 注意：线性判据不仅限于二类分类，也可以用于多类分类。



 线性判据的几何示意：

 线性判据的学习方法：

 1）Trial and error：

 枚举所有的可能性

 Guess with learning：猜测与学习结合

 2）优化一个目标函数

 线性判据的优势：

 计算量少：在学习和分类过程中，线性判据方法都比基于概率分布的
生成模型方法的计算量少。

 适用于训练模式较少的情况。此时很难准确估计概率分布。



线性判据：几何解释

 𝑤垂直于分类边界上的任何向量：在决策（分类）边界上找两个点𝑥1和𝑥2 可得

 可见，𝒘垂直于决策边界上的任何向量，

即𝒘垂直于决策边界H，是H的法向量。

 𝒘的作用：决定了决策边界H的方向。



线性判据：几何解释

 根据点积和投影的关系：

 给定任意一对𝐶1和𝐶2类样本𝒙1和𝒙2。

 则可以看出：𝒙1在𝒘上的投影总是大于

𝒙2在𝒘上的投影：

𝐰𝑇𝒙1 > 𝐰𝑇𝒙2,

∀𝒙1 ∈ 𝐶1, 𝒙2 ∈ 𝐶2

 需要找到一个合适的𝑤0，使得：

𝑔 𝒙1 > 0， 𝑔 𝒙2 < 0

 𝑤0决定了决策边界的偏移量，使其能够满足两个类输出值分别为正负。



线性判据：几何解释

 给定𝑥𝑝表示任意样本𝑥投影到决策边界的点， 𝑟表示从𝑥到𝑥𝑝（即到决策

边界）的距离（有正负），则𝑥可以重新表达为：

 距离𝑟的绝对值可以作为confidence 

score：值越大，这个点属于正类或者负类的

程度越大。

 g(𝒙)是样本𝒙到决策面𝐻的代数距离度量。



 如果𝑟0 表示从𝑥𝑝（分类边界）到坐标原点𝑥0 = 0的距离，则𝑟0等于：

 可见，𝑤0决定分类边界相对于坐标原点的位置，𝑤决定分类边界的方向。



线性判据的学习：解区域



线性判据的学习：概述

 线性判据的参数不是只有一个解，学习算法就是要从求解区域中找到一个最优解。

参数的每个可能解相当于是参数空间的一个点（向量）。

 解域(solution region)：在参数空间内，参数的所有可能解所处的范围。

 如果是两类（正负类）分类，将负类的输出值取反，则得到：

 每个训练样本𝑦𝑖在参数空间定义了一个通过原点、且垂直于𝑦𝑖的超平面。

 给定N个训练样本，参数向量𝑎的解域位于N个超平面正半部分的交集。

Four training 
samples (black 
for 𝐶1 , red for 𝐶2)



线性判据的学习：目标函数

 线性判据的学习过程：

线性判据的参数不是只有一个解，学习算法就是要从求解区域中找到
一个最优解。

设计目标函数：目标函数反映如何实现有效决策（分类）的核心思想。

 常见的目标函数：训练误差、交叉熵……

 加入正则项（约束条件），提高泛化能力



线性判据的学习：目标函数

求解目标函数：最小化/最大化目标函数

 解析求解：求关于训练参数的偏导（梯度），并设置偏导为0.

 梯度下降法：先猜测参数初始值，然后不断的根据当前梯度迭代更新参数。

 拉格朗日乘数法：约束优化问题（带约束条件）

 矩阵特征值/奇异值分解法。。。。。。

 常见的线性判据学习算法：
感知机、Fisher判据、Logistic判据、支持向量机



线性判据的学习：约束条件

 此外，可以在学习算法中加入约束条件，提高泛化能力。

 例如，在两类线性判据中，加入边缘（margin）约束𝑏，得到如下约束条件：

 加入约束后，使得解域范围收缩。

 沿着每个样本向量𝒙𝑖方向的收缩距离为：
𝑏
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感知机算法

 感知机算法(perceptron algorithm)
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 将线性判据函数表达为：

 要根据labeled训练样本，来估计(学习)函数参数：

 步骤2. 将类2的训练样本全部取反：

2   ,Let  Ciyy ii = 从而得到： 21   ,0 CCyyaT 

 线性判据为：

 步骤1. 将两个参数合为一个参数，线性函数改写为：

 步骤3. 用一个递归过程来找到a的解：Guess with learning



预处理的几何解释

 在几何上，通过在特征空间上增加一个维度，使得决策边界可以通过
原点（𝑤0项）。
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两个类之间
的超平面

 翻转𝐶2类的样本：得到一个平面使得所有样本位于该平面同一侧。



感知机：解域

 满足𝒂𝑇𝒚 > 0的参数𝒂不止一个。如何从解域里找到最优解？

𝒚1
𝒚2

𝒚3

解
域 𝑎1𝑎2

𝐽(𝒂)



并行感知机

 并行感知机算法：定义一个目标函数，通过优化该目标函数来求解a。

 我们知道学习后的感知机应该满足：

 偏导不含有a，所以不能简单的通过设置偏导为0来求解a。
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 取目标函数关于a的偏导：

意味着两个类的输出值都应为正数。

 目标函数：被错误分类的训练样本输出值之和取反。（根据几何意义，输出

值的绝对值越大，错误的程度越大。）

 训练误差的表现形式之一。

 由于参数不一定最优，所以存在上述误差。

 目标函数是关于参数a的函数。

★该目标函数是关于a的一次线性函数。



并行感知机：梯度下降法

 使用梯度下降法：使用当前梯度值迭代更新参数。

 注意：通常参数a是多维向量，梯度也是多维向量。梯度下降法的更新操作

是每个维度各自独立进行的。

 更新的方向（正负）：在当前参数取值𝑎𝑘下，每个维度的梯度反方向就是该

维度往目标函数最小值收敛的最速下降方向（steepest descent）。

 更新的大小：每个维度的梯度幅值代表参数在该维度上的更新程度。

 通常加入步长(𝜂𝑘)来调整更新的幅度。每次迭代可以用不同的步长。



并行感知机算法

 如果设步长为1，可以得到：
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其中：

 使用最速下降(steepest descent)算法。

在ak点下降
最快的方向

步长

 并行感知机算法步骤如下：
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 并行感知机算法的优势：收敛的速度快。

从一个任意的初始权向量
出发，沿准则函数值下降
最快的方向，也就是负梯
度方向对权向量进行一步
步修正，直到获得全局最
优解为止。



并行感知机：梯度下降法算法流程

 并行感知机算法流程：

 初始化参数：𝑎0, 𝜂(∙),𝜃

 迭代更新：基于当前梯度更新参数a，然后基于新参数更新训练误差（同时也是

更新了错误分类样本集合𝑌𝑘 ）。

 判断停止条件：所有训练样本的输出值都大于0，或者更新值小于阈值𝜃。

假设我们取初始权向量为0 向量，

显然所有的样本都将被错分。若取

调整步长为1 ，下一步的w(1)，就

等于0 向量加上所有样本的向量和。



串行感知机

 串行感知机：训练样本是一个个串行给出的，称作fix-increment感知机。

 目标函数：如果当前样本是错误分类了，则以它的输出值取反作为目标函数。否则，

目标函数是0.

 最小化目标函数：取关于参数向量a的偏导

 梯度下降法：给定当前训练样本𝑦𝑘，就用当前梯度值更新一次参数。直至所有

训练样本都被正确分类。



串行感知机：参数更新过程图示

取初始权向量为0向量，依次

处理a、b、c三个样本。



（1）选择N个分属于ω1和 ω2类的模式样本构成训练样本集{ X1,  …, XN }，

构成增广向量形式，并进行规范化处理。任取权向量初始值W(1)，开始

迭代。迭代次数k=1 。

（2）用全部训练样本进行一轮迭代，计算WT(k)Xi 的值，并修正权向量。

分两种情况，更新权向量的值：

分类正确时，对权向量“赏”——即“不罚”，即权向量不变；

分类错误时，对权向量“罚”——即修改，向正确的方向转换。

感知机算法是一种赏罚过程：



c：正的校正增量。

分类器对第i个模式做了错误分类，( ) ，若 0≤T

ik XW①

( ) ( )
ickk XWW +=1+权向量校正为：

( ) ( )kk WW =1+

统一写为：

分类正确，权向量不变：( ) ，若 0>T

ik XW②

( ) =1+kW
( )

ick XW +

( )kW ( ) 0>T

ik XW若

( ) 0≤T

ik XW若

③ 分析分类结果：只要有一个错误分类，回到②，直至对所有样本

正确分类。



收敛：经过算法的有限次迭代运算后，求出了一个使所有样本都能正确

分类的W，则称算法是收敛的。

收敛条件：模式类别线性可分。

例 已知两类训练样本

解：所有样本写成增广向量形式；

进行规范化处理，属于ω2的样本乘以(－1)。

 T1 1,0,0=X  T2 1,1,0=X  T3 1,0,1 =X  T4 1,1,1 =X

用感知器算法求出将模式分为两类的权向量解和判别函数。

:1w  T

1 0,0=X

:2w

 T

2 1,0=X

 T

3 0,1=X  T

4 1,1=X



任取W(1)=0，取c=1，迭代过程为：

第一轮：
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有两个WT(k)Xi ≤0的情况（错判），进行第二轮迭代。



 T11
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第四轮：



 T
1,0,2=W该轮迭代的分类结果全部正确，故解向量

12-)( 1 = xd X相应的判别函数为：

当c、W(1)取其他值时，结果

可能不一样，所以感知器算法

的解不是单值的。

判别界面d(X)=0如图示。
 

2x  ( ) 012 1 == xd X  

( )0,13X  

( )1,02X  ( )1,14X  
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感知机算法

 感知机是由Frank Rosenblatt在1957年提出，是人工神经网络的创立者。

 感知机是单个神经元的雏形。

 当两个类是线性可分时，可以保证算法收敛性。



 Frank Rosenblatt vs. Minsky

 Hebb在1949年出版的《行为的组织》中提出了其神经心理学理论。Hebb认为神经网络
的学习过程最终是发生在神经元之间的突触部位，突触的联结强度随着突触前后神经元的
活动而变化，变化的量与两个神经元的活性之和成正比

 康奈尔航空实验室心理学家Frank Rosenblatt 受到这种思想的启发，提出了感知机，并
认为其足以创造一个可以学会识别物体、能够识别出人并叫出他们的名字，立即把演讲内
容翻译成另一种语言并写下来的机器。

 但是1969年，Minsky 和Papert所著的《Perceptron》一书出版，该书从数学角度证明
了关于单层感知器的计算具有根本的局限性，甚至连XOR这样的问题也不能解决，神经网
络进入了萧条期。



 感知机算法是首个采用误差反馈学习规则来是实现的机器学习算法。

 它模拟人类学习的试错过程，不是希望计算机能够一次学会复杂的逻辑推

理，而是通过一个形式确定但是参数不确定的模型来逐步逼近真实存在的

客观规律，所以对后世产生了深远的影响。

 一直到现在热门的深度学习，从根本上仍然是以有监督的误差反馈学习为

核心，当然，其分类器的模型和学习信号的设计，又比感知器有了更多的

进步。

感知机算法





Fisher线性判据

线性判据的模型可以看做是把原空间

各点𝑥投影到新的一维空间𝑦。

𝑤 的方向不同，对应不同的投影结果。

怎么样学习𝑤，使得二类可以有效分开。



Fisher线性判据：目标函数

 理想情况下，线性判据函数应该能够最大化类之间

(inter-class)的变化，而同时最小化类内部(intra-

class)的变化。

 该目标函数不仅提供最佳分类，同时保证类的紧凑性。

 类间样本的差异程度：用两类样本分布的均值

之差度量。

 类内样本的离散程度：用每类样本分布的协方

差矩阵表征。



 给定如下线性判据函数：

 目标函数定义如下：在投影轴w上



 最大化该目标函数：

 首先计算目标函数中的每一项：

 带入目标函数，可以得到目标函数的新表达：
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Fisher线性判据：求解

 作如下定义：
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 目标函数写为：
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 目标函数对w求偏导：

 设偏导为0：

J是特征值，w是特征向量。如果J取最大值，
则w就是最大特征值对应的特征向量。

在输入特征空间的 𝑆𝐵 是一个矩阵，
但是在投影轴𝑤上是一个标量！



Fisher线性判据：求解
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 求解最优的w：不需求解特征值。

 最终得到Fisher线性判据：

 选取w0： 是所有样本的均值mmww T    ,0 =
（将所有样本的均值

投影到坐标原点）



Fisher线性判据：协方差𝑆𝑤的作用

 决策边界为过点𝑚，斜率为((𝑚1−𝑚2)𝐒𝑤
−1的超平面。

 没有过点
𝑚1+𝑚2

2

 协方差𝐒𝑤的作用：在几何上，𝐒𝑤
−1旋转向量(𝑚1−𝑚2)，以考虑类分布的形状。



Fisher线性判据：几何解释

 根据两个向量点积的几何含义，线性判据是将样本𝑥投影到𝑤，并判断投影
值是否大于−𝑤0 实现分类。

 所以，Fisher判据可以看做监督式学习的降维计算，降维的目的是提高分
类性能。

 所以，Fisher判据首先希望两个类的均值在𝑤上的投影距离越大越好。



 但是，原先在多维特征空间可分的两个类的样本，投影到一维轴w上后，会
出现两类样本重叠。

 这是由于两类样本分布形状（通过协方差矩阵非对角线体现）决定的。

 所以，Fisher判据希望两个类的类内方差尽量的小，从而降低重叠度。

Fisher线性判据：几何解释



对W求偏导

Fisher线性判据：多类分类
 可以基于前述的三种多类分类思想实现。也可以重新设计针对多类的目标函数实现。

 要实现多类（K个类）的分类，就需要多个线性判据。假设需要M个线性判据，即把训练样本

分别投影到M条w轴上：𝑤1, 𝑤2,…, 𝑤𝑀。

 新目标函数中的类内散度𝑆𝑤在投影空间的定义为：

 新目标函数定义：最大化类间散度，同时最小化类内散度。

 新目标函数中的类间散度𝑆𝐵在投影空间的定义为：
由于有多个投影轴，
在投影空间的类间散
度都是一个矩阵了！


