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MICD分类器的问题

 MICD分类器会选择方差较大的类。



基于距离的决策：

 仅考虑每个类别各自观测到的训练样本的分布情况。例如，均值
（MED分类器）和协方差（MICD分类器）。

 没有考虑类的分布等先验知识。例如，类别之间样本数量的比例，
类别之间的相互关系。

概率：通常用来表达事物处于每种取值状态的可能性。



 推理可分为确定性（Certainty）推理和概率推理。所谓确定性推理是指
类似如下的推理过程：

如条件B存在，就一定会有结果A。现在已知条件B存在，可以得出结论是结果A一
定也存在。

“如果考试作弊，该科成绩就一定是0分。”这就是一条确定性推理。

 而概率推理（Probabilistic Reasoning）是不确定性推理，它的推理形式
可以表示为：

如条件B存在，则结果A发生的概率为P(A|B)。P(A|B)也称为结果A发生的条件概率
（Conditional Probability）。

“如果考前未复习，该科成绩有50%的可能性不及格。”这就是一条概率
推理。



 通常情况下，条件概率从大量实践中得来，它是一种经验数据的总结，但
对于我们判别事物和预测未来没有太大的直接作用。

 我们更关注的是如果我们发现了某个结果（或者某种现象），那么造成这
种结果的原因有多大可能存在呢？这就是逆概率推理的含义。

 即：已知条件B存在，则结果A存在的概率为P(A|B)。如果发现结果A出现
了，求条件B存在的概率P(B|A)？

例如：已知某位人物如果是罪犯，他留下某些线索的概率；那么如果发现了
一些线索，他是罪犯的概率是多少？

再如：已知患有某种疾病，会出现某种症状的概率；那么如果医生发现某位
患者出现了某种症状，他患有该种疾病的概率是多少？



贝叶斯公式是由托马斯·贝叶斯于1763年提出的，它的数学表述为：

解决逆概率推理问题：贝叶斯公式



𝑃(𝐵𝑖|𝐴) 

称为后验概率（Posterior Probability），表示事件A（结果A ）出现后，
各不相容的条件Bi存在的概率，它是在结果出现后才能计算得到的，因此称
为“后验”。

𝑃(𝐴|𝐵𝑗) 

称为类条件概率（Class-conditional Probability），表示在各条件Bi
存在时，结果事件A发生的概率。也称观测似然。

𝑃(𝐵𝑗) 

称为先验概率（Priori Probability），表示各不相容的条件Bi出现的概
率，它与结果A是否出现无关，仅表示根据先验知识或主观推断，认为总体
上各条件出现的可能性有什么差别。

𝑃(𝐴)=Σ𝑃(𝐴|𝐵𝑗)𝑃(𝐵𝑗) 

由先验概率和类条件概率计算得到，它表达了结果A在各种条件下出现的
总体概率，称为结果A的全概率（Total Probability）。



 因此，当我们把贝叶斯公式应用于不确定统计分类时，我们就得到了根据
样本的特征值来进行类别划分的一种不确定分类器。

 它可以计算出该样本属于每一个类别的概率是多少。

需要计算：后验概率P(男性|长发)和P(女性|长发)。

假设类条件概率（观测似然）
即男性留长发的概率P(长发|男性)=5%，
女性留长发的概率P(长发|女性)= 70%。



 如果我们在一个特殊的环境中，男性女性的先验概率并不相同，例如在福州
大学，男性大约占总人群的75%，女性大约占25%。

 此时我们如果遇到一个背影是长发的人，他是男性或女性的后验概率为：

P(长发|男性) =0.05，P(长发|女性) =0.7，设 P(男性) =75%，P(女性) =25%，则：

P(男性|长发)=(0.05*0.75)/(0.05*0.75+0.7*0.25)=3/17=0.176。

 可以看到：在各类别先验概率不均等时，后验概率也会发生很大的变化。



 贝叶斯分类的特点：

 1、先验概率必须是已知的。在没有获得任何信息的时候，如果要进行分类

判别，只能依据各类存在的先验概率，将样本划分到先验概率大的一类中，风

险会比较小。

 2、以新获得的信息对先验概率进行修正。获得了更多关于样本特征的信

息后，即得到观测概率后，可以依照贝叶斯公式对先验概率进行修正，得到后

验概率。

 3、分类决策存在错误率。由于贝叶斯分类是在样本取得某特征值时对它属

于各类的概率进行推测，并无法获知样本真实的类别归属情况，所以分类决策

一定存在错误率，即使错误率很低。



 某地发生了一起交通事故肇事逃逸事件，现场有一位目击者，他非常肯

定地说，他看见肇事车的车标是右侧的车标，而不是左侧的车标。如果

这个目击者的可信度达到99%，就是说只有1%的可能性他会在两个车标

中认错。

 请问：肇事车的车标是右侧车标的可能性有多大？



 根据我们的直觉，我们会相信这个可信度非常高的目击者，会认为接受他的
证词错误率会比较小。

P(认成右标|实为左标) =0.01，

P(认成右标|实为右标) =0.99，

设P(左标) =P(右标) =50%，

则P(实为右标|认成右标) =(0.99*0.5)/(0.99*0.5+0.01*0.5)=0.99

 结果显示，我们的直觉是正确的，肇事车的车标确实是右侧车标的概率达到
了99%。

 我们接纳目击者的证词，认定肇事车是右侧的车型错误率很低。



P(实为右标|认成右标)=?



 对于不确定的统计分类，已知的是每个类别的样本取得不同特征向量的概率
（也就是该类样本的统计分布），现在需要实现的是如何依据某个待识别样
本的特征向量，计算出该样本属于每一个类的概率？

1、先验概率：每一类的样本的整体出现概率。

2、类条件概率：把每个类中样本取得某个具体特征向量值的概率。

3、后验概率：把待计算的样本取得某一个具体特征向量值时属于每一类的概率。

使用贝叶斯公式可以解决分类问题。



例：2019年以来，人感染某类流感的病例开始出现，并造成了一定的社会恐慌。根
据目前数据统计，该病的总体发病率大约为1000万分之一，对照普通流感的发
病率可高达30%。研究发现，易感人群中99%的人感染某类流感病例曾出现过发
热、咳嗽等急性呼吸道感染症状，而同样的易感人群中80%的普通流感患者也出
现过同样症状。

（1）现有一位患者属于易感人群，并出现了发热、咳嗽等急性呼吸道感染症状，请
问是否应当按照人某类流感疑似病例对待？

计算该患者实为某类流感感染的后验概率：

P(H7N9) =0.0000001/(0.0000001+0.3)

P(流感) =0.3/(0.0000001+0.3) 

P(症状|某类流感 ) =0.99        P(症状|流感) =0.8

P(某类流感|症状)=

（0.0000001/(0.0000001+0.3)*0.99)/(0.0000001/(0.0000001+0.3)*0.99+
0.3/(0.0000001+0.3)*0.8)=0.000000412

 这个后验概率是非常低的，应当还是将他按普通流感对待。



 但是，某类流感致死率高，又有强烈的传染性，万一我们误诊了，后果
会比较严重。当然，如果我们是把普通流感患者误诊为某类流感患者，
他可能就是受到些惊吓，或者被隔离后生活不便，没有太大的社会风险。

 如果我们是把一名某类流感患者误诊为普通流感患者，而没有采取合理
有效的措施对他进行隔离和治疗的话，可能就会给患者本人和整个社会
带来巨大的损失。

 这个例子提示我们，当我们使用贝叶斯分类器时，仅仅考虑识别错误率
低是不够的，还应当把我们所采取的分类决策所带来的后果考虑进去，
这就是“最小风险贝叶斯分类器”的由来。
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贝叶斯分类器



 随机性：每个样本是一次随机采样，样本个体具有随机性。

 例如，鲈鱼和三文鱼的分类：即使是属于同一类的鱼，长度和亮度等特征
在不同的个体样本上也是有变化的。

 机器学习所要做的是：反复观测采样，找出数据蕴含的概率分布规律。

 推理决策：根据学习出来的概率分布规律来做决定。

概率的观点



 概率：通常用来表达事物处于每种取值状态的可能性。

每维特征构成一个随机变量，其概率分布由两个元素组成：

 1）该特征的取值空间（连续或者离散）。

 2）在该特征维度上，样本处于各个取值状态的可能性。

 从概率的观点看，给定一个测试模式𝒙，决策其属于哪个类别需要依赖于
如下条件概率：P (C|𝒙)



 输入模式𝒙 ：随机变量（单维特征）或向量（高维特征）。

 类别输出𝑪：随机变量，取值是所有类别标签{𝐶𝑖}。

 针对每个类别𝐶𝑖，该条件概率可以写作： P(𝐶𝑖|𝒙)

 该条件概率也称作后验概率(posterior probability) ，表达给定模式𝒙
属于类𝐶𝑖可能性。



 理想情况下，对于给定的一个测试样本，我们希望选择它属于拥有最高
概率的那个类。

 这里的概率是指经过观测以后，测试样本𝑥属于𝐶1 或者𝐶2 类的后验概率。



若用某种方法检测是否患有某病，假设 𝑋 表示“试验反应呈阳性”。则：

例如：一个2类问题，C1诊断为患有某病，C2诊断为无病，

P(C2)表示该地区人无此病的概率。

则：P(C1)表示某地区的人患有此病的概率。
通过统计
资料得到



P(C2| 𝑋) 表示试验呈阳性的人中，实际没有病的人的概率。

P(𝑋 |C2) 表示无病的人群做该试验时反应呈阳性(显示有病)的概率。

值低 / 高
√

值低 / 高
√ P(𝑋 |C1) 表示患病人群做该试验时反应呈阳性的概率。

P(C1| 𝑋) 表示试验呈阳性的人中，实际确实有病的人的概率。

？

？



 如何得到后验概率：使用贝叶斯规则

 先验概率、观测似然、后验概率

后验概率计算



例 假定在细胞识别中，病变细胞的先验概率和正常细胞的先验概率分别为：

95.0)(,05.0)( 21   PP

5.0)|( 1 Xp 2.0)|( 2 Xp

试对细胞X进行分类。

现有一待识别细胞，其观察值为X，观测似然取值：











2

1

1
1

)(|

)()|(
)|(

i

ii Pp

Pp
P






X

X
X

16.0
2.095.05.005.0

05.05.0







884.0
2.095.05.005.0

95.02.0
)|( 2 




XP

)|()|( 12 XX  PP  2X

解：[方法1] 通过后验概率计算。



[方法2]：利用先验概率和类概率密度计算。
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 如何得到后验概率：使用贝叶斯规则

 先验概率：P(C1)=2/3,P(C2)=1/3

 观测似然、后验概率



 Maximum a posterior (MAP)分类器：

 将测试样本分给后验概率最大的那个类。

最大后验概率（MAP）分类器



 MAP分类器的决策边界方程：

 在一维空间，通常有两条分类边界。

 在n维空间，分类边界非常复杂。

 实际的分类边界取决于先验概率和观测似然所用的形式。

MAP分类器的决策边界



许多实际的数据集：

均值附近分布较多样本；

距均值点越远，样本分布越少。

此时正态分布（高斯分布）是

一种合理的近似。

正态分布概率模型的优点：

* 物理上的合理性。

* 数学上的简单性。

图中为某大学男大学生的身高数据，红线是拟合的密度曲线。

可见，其身高应服从正态分布。

观测似然：单变量高斯分布



概率密度函数定义为：
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曲线如图示：

①μ= -1，σ=0.5 ； ②μ= 0，σ=1 ； ③μ= 1，σ=2 .

单变量（一维）的正态分布



一维正态曲线的性质：

（2）曲线关于直线 x =μ 对称。

（3）当x =μ 时，曲线位于最高点。

（4）当x＜μ 时，曲线上升；当x＞μ 时，曲线下降.并且当曲线向左、右

两边无限延伸时，以x轴为渐近线，向它无限靠近。

（1）曲线在 x 轴的上方，与x轴不相交。

（5）μ 一定时，曲线的形状由σ 确定。

Σ 越大，曲线越“矮胖”，表示总体

的分布越分散；σ 越小。曲线越“瘦

高”，表示总体的分布越集中。
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即：绝大部分样本都落在了均值μ附近

±3σ的范围内，因此正态密度曲线完全

可由均值和方差来确定，常简记为：
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多变量（n维）正态随机向量

密度函数定义为：
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|C|：协方差矩阵C的行列式。

多维正态密度函数完全由它的均值 M 和协方差矩阵C 所确定，简记为：
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为协方差矩阵，是对称正定矩阵。



以二维正态密度函数为例：

等高线（等密度线）投影到x1ox2面上为椭圆，从原点O 到点M 的向量为均值M。

椭圆的位置：由均值向量M 决定；椭圆的形状：由协方差矩阵C 决定。
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 虽然它的MAP分类决策规则很简单，但是由于观测似然分布的形式不确定，
所以，我们很难找到一个形式简单的分类决策边界。

 如果各类样本特征向量取值的类条件概率(观测似然)满足正态分布，决策
规则会不会更简化？



观测似然：单变量高斯分布

 假设观测似然是单变量高斯分布：

 带入MAP分类器，两边都取log：



 练习题：

设一维两类模式满足正态分布，它们的均值和方差分别为，m1=0，s1=2，

m2=2，s2=2，p(x) ~N(m,s)， P(ω1)= P(ω2)。试算出判决边界点，并

绘出它们的概率密度函数曲线（示意图）；试确定样本-3，-2，1，3，5

各属哪一类。



高斯观测似然时的决策边界

 为了得到决策边界，决策方程两边设置相等，从而解得x：

 如果𝝈𝒊 = 𝝈𝒋 ，只有一条分类边界：

 从而解出x，得到该条分类边界𝜃的方程表达：



 假设𝜇𝑗 > 𝜇𝑖，如果𝑃 𝐶𝑗 > 𝑃 𝐶𝑖 ，则第二项为负值，且得到分类边界：

 比较MED分类边界，在方差相同的情况下，MAP分类边界偏向于先验可能

性较小的类。

 假设 𝜇𝑗 < 𝜇𝑖，也可以得到相同结论。



 通常情况下， 𝝈𝒊 ≠ 𝝈𝒋 ，此时分类边界有两个解：

 𝜃1和𝜃2是假设 𝜇𝑖 , 𝜇𝑗 , 𝜎𝑖 , 𝜎𝑗, 𝑃(𝐶𝑖), 𝑃(𝐶𝑗) 的函数。

 和MICD分类器决策边界比较：

 当𝜎𝑖>𝜎𝑗且先验概率相等时，𝛿>0，MAP分类器倾向选择𝜎𝑗类，即方差较

小（紧致）的类。



高斯观测似然时的分类器比较

 比较MAP和MICD分类器：

 MAP分类器决策时，偏向于先验较大可能性的类、分布较为紧致的类。



观测似然：多变量高斯分布

 假设观测似然是多变量高斯分布，即特征是多维度。



观测似然：多变量高斯分布

 假设观测似然是多变量高斯分布，即特征是多维度。

 代入MAP分类器，两边都取log：

 决策边界是一个超二次型，但始终是偏移MICD决策边界如下距离：



1 2

3 4

5



例：设在三维特征空间里，有两类正态分布模式，每类各有4个样本，分别为：
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式中，Ni 为类别ωi 中模式的数目，Xij 代表在第i 类中的第j 个模式。

两类的先验概率：

试确定两类之间的决策边界。

21)()( 21   PP



 T

1 113
4

1

1

1

3

4

1

0

1

1

0

0

0

0

0

1

1

0

1

4

1









































































































M

 T

2 331
4

1
M

解：





















311

131

113

16

1
21 CC

























844

484

448
1C经计算有：

  2

1T

21

1T

1

1T

2121
2

1

2

1
)()( MCMMCMXCMMXX   dd

2

1
)()( 21   PP协方差矩阵相等。由于

04888)()( 32121  xxxdd XX T

321 ,, xxxX将 代入：

 
1 2

T 1 T 1 T 1

1 2 1 2 1 1 2 2

( ) ( )
1 1

ln ( ) ln ( )
2 2

d d

P P    



     

X X

M M C X M C M M C M



图中画出判别平面的一部分。
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最大似然（ML）分类器

 如果没有先验概率，或者不考虑先验概率，则MAP分类器变为最大似然

分类器，即Maximum Likelihood(ML)分类器。

ijCxpCxpCx jii    ),|()|( if    ,

 如果观测似然是高斯分布，则ML分类器为：



损失函数

 通常情况下，基于分类的决策机制是与决策损失（loss）相连的。同时，

针对各个类，决策损失也是不一样的。

 例如，测试样本本来属于类2，但是分类器把它错误的分类为属于类1，则

该项决策导致的损失有可能会大于相反的情况导致的损失。

 尤其是当一个类非常稀少、但错误决策又会产生很大代价的情况，例如，

银行卡盗刷行为。

 假设C2类非常稀少，会导致𝑃 𝐶1 ≫ 𝑃 𝐶2 。对于分类器而言，如果把测

试样本都判断为属于C1类，可以获得最低的整体错误率。但是，这是正

确的分类决策吗？



条件风险

 如何解决该问题？

 提高特征选择的性能，针对某些x的取值空间，使得观测似然𝑃 𝑥|𝐶2 ≫

𝑃 𝑥|𝐶1 ，以此对冲先验概率的巨大差异。但是，在具体实施时，如何选择特征

才能获得上述结果是较为困难的。

 另一个方法就是给错误分类分配一个损失系数。

 将分类的动作表示为： {𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑁𝐶}

 真值是𝐶𝑗，但是决策动作是𝛼2的损失表达为： 𝜆(𝛼𝑖|𝐶𝑗)。

 给定一个测试模式x，可以定义采取某个分类动作𝛼𝑖的条件风险为：



 针对所有决策动作和候选类别，可以用一个矩阵来表示对应的损失值。

以信用卡盗刷为例，损失矩阵可以表示如下：

 损失𝜆𝑖𝑗具体数值可以手动设计、也可以通过机器学习训练。



风险贝叶斯分类决策

 决策策略：最小化整体风险。针对一个测试样本 𝑥 ，选择条件风险最低的类。



风险贝叶斯分类决策：两类的情况

 如果假设错误分类到C1和错误分类到C2的损失是相同的，则为MAP分类。



 如果假设错误分类到C1和错误分类到C2的损失是不同的：

 如果𝜆12 > 𝜆21，意味着错误分类到C2的损失大于错误分类到C1的损失。

 结论：针对该情况，通过使用风险贝叶斯决策，将有更多可能性选择C2类。



风险贝叶斯分类决策：例子1

 信用卡盗刷行为分类：根据用户的信用卡使用特征，实时监测每一笔交易

是合法还是非法盗刷。

 特征：交易地点、交易类型、速度等。



 如果两种错误分类的损失都是一样的话，相当于是MAP分类器。

 如果要判断属于盗刷类（C1）类，该类观测似然要至少比C2类高99倍，

从而导致特征只有在很小的范围才能达到目标。

观测似然分布



风险贝叶斯分类决策：损失的设置

 所以，不同的错误决策对应的损失系数不应该一样。

 如果把盗刷错误判断为合法，则会遭受财产损失，损失程度会很重。

 如果过多的把合法刷卡错误判断为盗刷，也会一定程度影响客户对银行的

反感，但是损失程度没有那么重。

 因此，两种错误分类决策对应的损失系数可以设置为：

0.01 0.5



风险贝叶斯分类决策：例子2

 信用卡盗刷行为分类：使用不同程度的损失系数。

 使用不同程度的损失系数，分类边界还是产生了较大变化。
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例 在细胞识别中，病变细胞和正常细胞的先验概率分别为：

现有一待识别细胞，观察值为X， 观测似然取值：

损失函数分别为L11=0，L21=10， L22=0，L12=1。按最小风险贝叶斯决策分类。
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对样本 X：

121 )()(  XXX 则若 rr

当X 被判为ω1类时：

当X 被判为ω2类时：

决策规则：

221 )()(  XXX 则若 rr
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最大后验概率（MAP）分类器

 最大后验概率(MAP)分类器：将测试样本分给后验概率最大的那个类。



MAP分类器：平均概率误差最小

 给定一个样本x，MAP分类决策产生的误差可以用概率误差表达。

 概率误差等于选错类所对应的后验概率。

 给定所有样本，MAP分类器选择后验概率最大的类，等于最小化平均概率

误差：因为针对每个x，MAP分类器都选择一个概率误差最小的，则对所有样本而

言，平均概率误差也是最小的。

 给定所有样本（N为样本个数），分类决策产生的平均概率误差为：样本

的概率误差的均值。



MAP分类器：分类误差最小化

 概率误差最小化：就是分类误差最小化。

Other decision boundary

MAP boundary

目标：最小化红色、绿色和蓝色区域总和(贝叶斯误

差，Bayes Errors) 。绿色和蓝色区域（两个类概率

分布的重合区域）大小不会随着决策边界的移动而

变化，只有红色区域会随着决策边界的移动而变化。

选择后验概率最大的类，虽然不能保

证其他类的后验概率为0，但能够保证

其他类的后验概率是小的。
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把样本归入到后验概率最大的类别中，那么显然
分类正确率也是最大的，所以错误率也是最小的。

多类情况错误率



贝叶斯分类器

 贝叶斯分类器：将测试样本分给风险最小的那个类。决策就是选取的类别。

 针对每个样本x，决策属于𝐶𝑖类的动作对应的风险评估计算如下：

𝜆(𝛼𝑖|𝐶𝑘) ：真值是𝐶𝑘 ，但是决策动作是𝛼𝑖 的损失。

 因此，针对一个样本x，贝叶斯决策选择风险最小的类，其决策公式为：

 Loss matrix：表征机器决策与其他可能正确决策选项之间的损失关系。

风险评估的含义：对于属于 𝐶𝑖类 这个决策，

机器并不知道正确类是什么，所以需要通

过计算该决策与所有其他可能的正确决策

选项相比的损失之和，作为评估该决策风

险的依据。



贝叶斯分类器：期望损失最小化

 给定所有样本，贝叶斯分类决策目标函数是：最小化期望损失。

 如何实现期望损失最小化？通过针对每个样本选择风险最小所属的类，使得决策

判断属于类Ci的所有样本,贝叶斯决策保证平均风险最小。

 给定所有样本（N为样本个数），贝叶斯分类决策的期望损失(expected loss)为：

所有样本决策到每一个类的风险损失的平均值。

x is decided to be Ci



拒绝选项

 拒绝选项也可用到贝叶斯分类器：当最小

的风险仍然大于阈值时，选择拒绝。

 以MAP分类器为例，针对每个测试样本，分类器通过比较所有类的后验概率，选

择最大的后验概率所属的类。

 但是，有可能最大后验概率的绝对值比较小，即属于该类的决策有很大的不确定性。

为了避免出现错误决策，分类器可以选择决绝。

 如何拒绝？引入阈值𝜃：

当𝜃 =1，所有样本的任何决策都会被拒绝。

当𝜃 < 1/𝐾，所有样本的决策都不会被拒绝，

K是类别的个数。


