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第二讲 基于距离的分类器



基于距离的分类

 基于距离的分类：把测试样本到每个类之间的距离作为判断准则。

该技术是最常见的模式识别技术，是其它高级识别技术的基础。

 判别公式：

 基于距离分类的两个关键因素：

 类的表达（原型）

 距离的衡量



类的原型

 类的原型(prototype)：用来代表这个类的一个模式或者一组量，方

便计算该原型和测试样本之间的距离。

 如果使用类的原型，则基于距离的判别公式可以写为：

 如何学习类的原型？

 统计值（参数化）

 概率密度估计（无参数）



类的原型：均值

 原型的种类：

 均值：该类中所有训练样本的均值作为类的原型。

 一阶统计

 均值是对类中所有训练样本代表误差最小的一种表达方式

为了最小化误差，令其梯度为0，即：



类的原型：概率密度估计

 在只给定𝑁个训练样本，不知道概率分布形式的条件下，在特征空间

内学习每个任意取值（模式）𝒙的概率密度；

 也就是估计以𝒙为中心、在极小的区域𝑅 = (𝒙, 𝒙 + 𝛿𝒙)内的概率密度

函数𝑝(𝒙)。

无参数概率密度估计的任务描述



 对于任意一个模式𝒙，其落入区域𝑅的概率𝑃可以表达为：

一个模式𝒙落入区域𝑅的概率

 如果区域𝑅足够小，𝑃是𝑝(𝒙)的平滑版本，可以用来估计𝑝(𝒙)。

类的原型：概率密度估计



 但是，由于𝑁非常大，区域𝑅内可能不止落入𝒙一个模式！

 因此，𝑘个样本落在区域𝑅的概率密度可以用二项分布来表达：

𝑘个样本落在区域𝑅

注意：二项分布p(𝑘)是关于𝑘为自变量的分

布，描述的是𝑘取各种值的可能性。

类的原型：概率密度估计



类的原型：概率密度估计

 从二项分布的曲线可以看出，当𝑁很大时， 𝑘的分布非常尖锐且集中

在均值𝜇𝑘附近。

 二项分布的均值𝜇𝑘：

𝑘个样本落在区域𝑅的概率密度



 因此，当𝑁非常大时，我们可以用二项分布的均值来近似表达

𝑘的分布： 𝑘 → 𝜇𝑘

 以此得到𝑃的近似估计：

𝑝(𝒙)的近似估计

 对照刚才对𝑃的定义，并假设在极小的区域𝑅内概率密度𝑝(𝒙)相同。

给定区域𝑅的体积记作𝑉。可以得到𝑝(𝒙)的近似估计：

类的原型：概率密度估计



 如何确定V？

 思路：把V当做训练样本的函数。区域R以𝒙为中心，并不断扩张到可以

囊括𝑘个训练样本，即𝑘是训练样本个数𝑁的函数。

 如果概率密度在𝒙附近很高，则会有较多的训练样本落在𝒙附近，则𝑘
较小；

 如果概率密度在𝒙附近很低，则会有较少的训练样本落在𝒙附近，则𝑘
较大。

8个训练样本，k=3、k=5 k=5

类的原型：概率密度估计



 K近邻（k-nearest neighbor, KNN）估计：

 给定𝑁个训练样本和𝑘值。

 以任意模式𝒙为中心，找到区域𝑅使其包含𝑘个训练样本。

 第𝑘个样本与𝒙的距离记作𝑑𝑘 𝒙 ，则体积𝑉 = 2𝑑𝑘 𝒙 。

 概率密度估计表达为：

KNN估计



类的原型：最近相邻点

 最近相邻点(nearest neighbor)：基于KNN估计，设置k=1。

从一类的训练样本中，选取与测试样本距离最近的一个训练样本，作

为该类的原型。类的原型取决于测试样本。

 表达类的误差较大。

 对噪声和异常样本比较敏感。

 实际识别过程：

 （1）选取与测试样本最相邻的训练样本；

 （2）该训练样本所属的类别，就是测试样本所属的类别。



类的原型：K个最近相邻点

 k个最近相邻点(k-nearest neighbor)：基于KNN估计，设置k>1。

 从一类的模式中，选取k个与测试模式距离最近的模式，作为该类的原型。

 在这k个样本中，投票选出哪个类别的样本最多，测试样本就属于这个类。

 特点：部分去除噪声的影响，但计算量较大。



距离测量

 距离度量标准(Distance Metric)：

 1. 同一性:

 2. 非负性：

 3. 对称性：

 4. 三角不等式：

 欧式距离：
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加权欧式距离

 加权欧式距离：对每个维度特征分别设置不同的权重wj



 MED分类器：
 最小欧式距离分类器(Minimum Euclidean Distance Classifier)

 给定两个类C1和C2，以及两个类各自的原型z1和z2，分类器判别规则
如下：

 类的原型：通常使用均值，也可以使用KNN。

 距离衡量：欧式距离

 MED分类器也可以用于多类分类。

MED分类器



 MED分类器例子：以均值为类的原型

MED分类器



MED分类器

 决策边界（分类边界）：通过训练，由分类器判别方程决定的边界。

 对于2个类而言，MED分类器的决策边界是一个超平面，该平面垂直且

二分连接两个类原型的线。

MED决策边界方程：



 对于2个类而言，MED分类器的决策边界方程为：

关于x的一次函数

MED分类器



在高维空间中，该决策边界是一个超平面。

且该平面垂直且二分连接两个类原型的线。

x1

C2

C1

x2

MED分类器



MED分类器

 例题：





 上页的例题说明，如果使用均值作为类的原型，MED分类器有时候并不
能给出满意的分类性能。

 如何解决这个问题？尝试一下不同的类原型：

 最近相邻点：(4,2)，所以判断属于C2类

 K个最近相邻点：

 K=2: (4,2)和(4,1)，分别属于C2和C1类，无法做出判断。

 K=3: (4,2)、(4,1)、（8,3）或者（4,-1），第三个最近相邻点有两个，
而且分属于不同的类，无法做出判断。

 K=4: (4,2)、(4,1)、（8,3）或者（4,-1），(8,1)：无法判断。

 K=5:  (4,2)、(4,1)、（8,3）或者（4,-1），(8,1)，（8,0）或者
（0,0）：无法判断。

 K=6： (4,2)、(4,1)、（8,3）或者（4,-1），(8,1)，（8,0）或者
（0,0），（12,2）：判断属于C2类。



 上页的例题，为什么使用基于均值的MED分类器不能给出正确的分类呢？

 看一下两个类各自的特征协方差矩阵：

MED分类器



 对角线元素不相等：每维特征的变化不同。

 非对角元素不为0：特征之间存在相关性。

 解决方法：去除特征变化的不同及特征之间的相关性。

MED分类器



 将原始特征映射到一个新的特征空间，使得在新空间

中特征的协方差矩阵为单位矩阵，从而去除特征变化

的不同及特征之间的相关性。

目的

特征正交白化



 假设映射矩阵为：

其中𝒘𝑖
𝑇表示新的特征空间的第𝑖个坐标轴。

 转换后的特征𝒚为：

x3

0

x1

x2

x

w2



 转换后的特征协方差矩阵为：

 目标：

x3

0

x1

x2

x

w2



 将特征转换分为两步：先去除特征之间的相关性（解耦, Decoupling），

然后再对特征进行尺度变换（白化, Whitening），使每维特征的方差

相等。

 令𝑊 = 𝑊2𝑊1

 解耦：通过𝑊1实现协方差矩阵对角化，去除特征之间的相关性。

 白化：通过𝑊2对上一步变换后的特征再进行尺度变换，实现所有

特征具有相同方差。



任务

求解转换矩阵𝑊1，将原始特征构成的协方差矩阵Σ𝑥对角化。

即 𝑊1Σ𝑥𝑊1
𝑇 = Λ， Λ为对角矩阵。

协方差矩阵Σ𝑥的对角化

特征解耦任务



 如何得到转换矩阵𝑊1？

 第一步：求解协方差矩阵Σ𝑥的特征值和特征向量。

 第二步：由特征向量构建转换矩阵𝑊1。

 𝐴是 𝑝 × 𝑝的矩阵， ∅是 𝑅𝑝空间的非零向量：

 λ是 ∅对应的特征值。

 若𝐴∅ = λ∅，则称 ∅是 𝐴的特征向量；

特征向量与特征值



 特征向量实例：

是𝐴的特征向量，其对应的特征值为3。



 关于特征向量的几点说明：

 矩阵𝐴是(𝑝 ∗ 𝑝)方阵。若不是方阵，则需做奇异值分解。

 每个特征向量的维数：𝑝维。

 如果𝐴是实数对称矩阵，则有𝑝个特征向量和对应的特征值。

（𝑗 = 1,…𝑝）



 原始特征协方差矩阵Σ𝑥的特征向量：𝒗1, 𝒗2, … , 𝒗𝑝

 原始特征协方差矩阵Σ𝑥的特征值： 𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑝

 单位化特征向量：

 将所有单位化的特征向量组成矩阵𝛷：

（𝑗 = 1,…𝑝）

特征解耦

？



 由所有特征值组成一个对角矩阵：

 考虑所有特征向量矩阵和所有特征值矩阵相乘：

 考虑所有特征向量矩阵和协方差矩阵相乘：

 因此得到：
协方差矩阵

对角化



 问题：协方差矩阵的不同特征值对应的特征向量间一定正交吗？

 对两个不同的特征向量进行如下点积运算：

两式相减

由于等式中每项都是一个标量：



 上式左边等于0，且𝝀𝒊 ≠ 𝝀𝒋⟹𝝓𝒋
𝑻𝝓𝒊 = 𝟎

 协方差矩阵是实对称的，即𝜮𝒙
𝑻 = 𝜮𝒙：

 因此不同特征值对应的特征向量正交。



 协方差矩阵能够通过矩阵𝛷转换为对角阵，即Σ𝑥矩阵被成功对角化了。

 𝑾𝟏：𝜮𝒙的正交单位化的特征向量组成的矩阵。



转换矩阵𝑊1的特性

 将原始特征投影到协方差矩阵对应的特征向量上，每一个特征

向量构成一个坐标轴。

 新特征的协方差是对角阵，对角线上的元素由原协方差矩阵的

特征值构成。

 转换前后欧氏距离保持一致，说明𝑊1只是起到旋转的作用。



 证明：原始特征经𝑊1转换后欧式距离不变。

令 𝒛 = 𝑊1𝒙 = Φ
𝑇𝒙



 𝑊2的求解：

 𝑊的求解：

x3

0

x1

x2
w20



 𝑊转换后的欧式距离：

 称为马氏距离(Mahalanobis Distance)。



概念

判别公式

 最小类内距离分类器（Minimum Intra-class Distance Classifier），

基于马氏距离的分类器。

 距离度量：马氏距离；类的原型：均值

 该距离不仅考虑了类的均值对于距离测量的影响，还加入了类的

方差对于距离测量的影响。

MICD距离度量



当Σ = 𝐼时：等于欧式距离

马氏距离的属性

𝑑𝑀(𝒙, 𝐶𝑖) = (𝒙 − 𝝁𝑖)𝛴𝑖
−1 𝒙 − 𝝁𝑖

= (𝒙 − 𝝁𝑖)
𝑇(𝒙 − 𝝁𝑖)

等距面方程：

(𝒙 − 𝝁𝑖)
𝑇(𝒙 − 𝝁𝑖) = 𝑐

2

半径为𝑐的球面。
等距图是一个球面



马氏距离的属性

等距图是一个超椭圆面

𝑑𝑀(𝒙, 𝐶𝑖) = (𝒙 − 𝝁𝑖)𝛴𝑖
−1 𝒙 − 𝝁𝑖

= (𝒙 − 𝝁𝑖)
𝑇

1

𝜎1
2 ⋯ 0

⋮ ⋯ ⋮

0 ⋯
1

𝜎𝑝
2

(𝒙 − 𝝁𝑖)

=  𝑗=1
𝑝
(
𝑥𝑖−𝜇𝑖𝑗

𝜎𝑗
)2

当Σ为对角矩阵时：

等距面方程：

 

𝑗=1

𝑝

(
𝑥𝑖 − 𝜇𝑖𝑗

𝜎𝑗
)2 = 𝑐2



马氏距离的属性

当Σ是任意值时：等距图是一个有方向的超椭圆面。

x1

x2



MICD分类器的决策边界

对于二类分类而言，

MICD分类器的决策边界位于到两个类的距离相等的面上，即：

当𝛴1 ≠ 𝛴2时，关于𝒙的二次函数



MICD分类器的决策边界

当𝛴1= 𝛴2时，决策边界函数可化简为：

此时决策边界为经过
𝝁1+𝝁2

2
的超平面。

x1

x2

超平面



MICD分类器的决策边界

当𝛴1=c1𝐼， 𝛴2=c2𝐼 时，决策边界为超球面。



MICD分类器的决策边界

当𝛴1=c𝛴2时，决策边界为超椭球面。

x1

x2

超椭球面



MICD分类器的决策边界

当𝛴1 、𝛴2是任意值，决策边界是一个超抛物面或者超双曲面。



MICD分类器的缺陷

 如下情况，可以看出MICD分类器的一个缺陷。

MICD分类器会选择方差较大的类

𝝁1 = 𝝁2 , 𝛴1 < 𝛴2 → 𝑑𝑀 𝒚, 𝐶1 > 𝑑𝑀 𝒚, 𝐶2


